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MATHEMATICS 
BEZIEHUNGEN DER (!7 UND !Zs ZUR OKTA VENEBENE. VII. 
VON 
HANS FREUDEXTHAL 
(Communicated at the meeting of March 28, 1959) 
22. Eine spezielle Abbildung der Ebene auf das Ebenenb,nschel. 
22.1. Wir fangen an mit Betrachtungen wie in 21.5 mit dem Unter-
schied, class die Schar L1Q aus entarteten hermiteschen Polaritaten be-
stehen wird. (Siehe Fig. 6.) 
Gegeben seien die zu einander fremden Ebenen Po, P 1 und die Gerade 
Q*, die Po in einem Punkte und P 1 nicht trifft. Den Punkt Q* n Po 
koordinatisieren wir als 
0 
0 
0 
Die Gerade Q 0 in Po, deren Punkte mit Q* punktweise verbunden sind, 
kann als 
0 
] 
0 
angenommen werden. Q se1 eme variable Ebene durch Q* und 
AQ=Po-+ Q-+ P1-+ Po=Po-+ P1-+ Q-+ Po 
( definiert fur Punkte =F E1). Diese entarteten Polaritaten sind hermitesch 
(siehe 14.6), was man genau wie dort fiir die algebraisch definierten 
einsieht. Aus 
AQE1=0 
und 
AQX unabhangig von Q fiir (X, F 2 ) = 0 
folgt (ahnlich w1e in 21.5): 
AQX =2(Ux U) xX- (U, X)U 
mit 
G 
0 ~') U= W2 u1 wa 
u1(wa = c unabhiingig VOll Q. 
p 
\ 
Fig. 6 
Dabei wird vorlaufig ausgeschlossen die Ebene Qo, die Q* und flo enthalt, 
und die Ebene Q1 = Q* P1. 
Wir setzen weiter: !21 = (P1 n Q1)Po n Po. Ferner wahlen wir Q in P1 
so, dass Po n QPo = E2 wird. Wir setzen 
r(Q)=Po n (Q n QQ)Po fiir Q E {3(Q*). 
Dann ist r projektiv (21.6). li'i.i.r Q =I= Qo, =I= Q1 ist 
~22 W2:3C ) , 
w2wac /wa/2/c/2 
Fiir Q = Qo, 1 sieht man direkt: r(Qo)=!Jo, r(Ql)=!J1. 
r(Q) = (~ ~22 w2~ac ) fiir 
0 w2wac /waJ2/c/2 
Also 
Sowohl linkes wie rechtes Glied durchlaufen ·fiir Q E {3(Q*) bzw. fiir 
beliebiges w2/ws ein volles reelles Geradenbiischel. Also gilt diese Beziehung 
auch noch fiir Q=Q1. In dem Geradenbiischel ist w2/wa ein projektiver 
Parameter. Also ist w2/wa auch projektiver Parameter a(Q) fiir Q E {3(Q*); 
zu Qo gehOrt wa=O, zu Q1 gehOrt w2wa= /ul/2, d.h. w2/wa= /c/2. 
Wir setzen 
Dann ist 
1p(€J)=Q*@P1 
"P(@) = Qo 
e Inzidenzpunkt von /l'f'(e) 
fiir e E Po, e ¢= !Jo, 
" e E !Jo, €J=i=El. 
104 
Fur 
druckt die Inzidenzeigenschaft sich aus als (AQX, X)= 0, oder 
(21.1.1) 
Das ist also die algebraische Beziehung zwischen 0 und mp( 0) fUr 
0 f# !2o u !21. Man rechnet Ieicht nach, class sie fUr alle 0i=El giiltig 
bleibt. 
Der Koordinatenausdruck fiir !2o bzw. !21 ist 
Bo~ G ! D bzw. BF" G 1;1' } 
U = Bt- (1cl 2 - wa) B0 • 
W3 
Ersetzt man a~= w2fw3 durch den gleichfalls projektiven Parameter 
a= c 2 - -. I I, W2 
• coa 
so druckt die Inzidenzrelation ( 2l.l.l) sich in der Form 
(X) - {B1, X) U'lj) ---
' {Bo,X) 
a us. 
Es hat sich ergeben: 
22.2. Satz: Seien P 0, P 1 zueinander fremde Ebenen und Q* eine 
Gerade, die Po in einem Punkt und P1 nicht trifft. Sei !2o in Po die Gerade, 
deren Punkte mit Q* punktweise verbunden sind, und sei 
!21 =Po rl (Q* Pt rl Pt)Po. 
Sei Qo die Ebene durch !2o und Q*. Sei 1p( 0) = Q* 0Pt fur 0 E Po, 0 f# !2o, 
und "P( 0) = Qo fUr 0 E !2o, 0 f# !2o (\ Ql. Dann ist bei geeigneter Wahl 
eines projektiven Parameters fl in (3(Q*) 
Ll W1, X) fl"P( .::7) = {Eo, X)' 
wenn (in einer Koordinatisierung von Po) Qi (i = 0, l) durch Bt beschrieben 
wird (mit fester Normierung) und 0 durch X. 
22.3. Wir geben noch eine nutzliche Umstrukturierung dieses Satzes 
an, indem wir variables Po und festes Q0 einfuhren. 
Zunachst ubertragen wir die Koordinatisierung von Po auf P1, indem 
wir einem (Po--+ P1)0 oder (Po--+ Pt)Q (mit 0 E Po bzw. Q C Po) dieselbe 
Matrix zuordnen, die 0 bzw. Q in Po hat. In Po wahlen wir fur X 
I!J.l 
Punkte A, Ao, A1, was auf die ·wahl von Geraden A, Ao, A1 in P hinaus-
kommt. In Qo liegen die Geraden Q0 und Q* ; als P 1 n QoP1 und P1 n Q* P1 
entsprechen ihnen die Punkte B 0 , B 1 in P 1. Der Geraden Q in P1 (die 
nicht durch B1 geht) entspricht eine Ebene O(Q) = Q* QPo E {3(Q*). Es ist 
#(P1 n 8P1) = 'lfJ( 8), also 
!l#(A) = ;~:: ~~. 
ein projektiver Parameter in (J(Q*). Wir ersetzen ihn durch 
#(A)= (B1, A) . (B1, Ao) 
I! (Bo, A) . (Bo, Ao) ' 
Dieser projektive Parameter wird 0 fur A durch B1. #(A)=, Q1, oo fUr 
A durch Bo,il(A)=Qo, und 1 fiir A=Ao,#(A)=1~(Ao), ist also gleich 
dem Doppelverhaltnis 
DV(Q1, O(Ao), Qo, #(A)). 
Lasst man nun Po variieren, wahrend Qo festbleibt, so hangt # noch 
von Po ab, wahrend in e#(A) nur das zu Po gehorige Bo erscheint. 
Schliesslich ersetzen wir den Buchstaben Qo durch Pound ubernehmen 
wir auf Po die Koordinatisierung von P 1 durch die Abbildung P 1 --+ P 0 • 
So ergibt sich: 
22.4. Satz: Seien Po, P1 zueinander fremde Ebenen und so koordi-
natisiert, dass 8 E Po bzw. Q C Po diesel ben Koordinaten hat wie P1 n 8P1 
bzw. P1 n DP1 in P1. Seien Bo, B1 Geraden in Pound Ao, A1 Geraden in P1. 
Sei R eine Ebene durch Bo und #R(Ai) = B1AiR. Dann ist 
D V B P .a A ) p .a A )) (B1, A1) ( B1, Ao) ( 1 1, 'U'R( 0 ' o, ·u·R( 1 == (Bo, Al) : (Bo, Ao) . 
:Man uberzeugt sich leicht, dass bei Inzidenzen, bei denen die Ausdriicke 
sinnvoll bleiben, auch die Gleichung richtig bleibt. (Siehe Fig. 7.) 
Fig. i 
]f)() 
22.5. In Sy al (5. ok) gilt mit 
Po ·- (0, 0. 1. 0), 
pl --·- (0. 0, 0. 1)' 
e = (<f, !]. A. B): 
6Po = (0, B. .. - [!, 0) . 
gpl (A. 0, 0. Q ). 
\Yeiter ist fUr Ebenen 
(0, B, {3, 0), (A, 0, 0, x), 
die bzw. Po und P 1 langs Geraden schneiden. die Bedingung, class sie 
einander treffen : 
(A, B)- :X{J= 0. 
Man wahle in Sy ax (5, ok) zwei Ebenen Po, P1 i.a.L. mit einer 
Koordinatisierung im Sinne von Satz 22.4. Die Ebenen P mit 
dim P n Pi> 1 heissen i-Ebenen (i= 0, 1). Die Menge der i-Ebenen soll 
koordinatisiert werden. Die Verhaltnisse im Sy al (5, ok) legen folgende 
Vorschriften nahe : 
1) Einer i-Ebene (i ·= 0 bzw. 1), die Pi in der Geraden B bzw. A 
schneidet, wird ein Symbol { B, {J} bzw. {A, :X} zugeordnet ({J, :X reell), 
mit dem his auf einen reellen Faktor =1= 0 gerechnet wird. 
2) Pi wird das Symbol {0, l} zugeordnet (0 ist die Nullmatrix). 
3) Dass die 0-Ebene {B, {J} die 1-Ebene {A, :X} trifft, driickt sich aus in 
(A, B)= :X{J. 
4) Fur eine feste Gerade Q0 C Po mit der Koordinatendarstellung B 0 
sei B 0 j{J projektiver Parameter von {B0 , fJ} im Biischel {J(Q). 
Ist nun Q1 eine Gerade in P1 i.a.L. zu Qo, also mit einem A, so dass 
(A, B0 ) -:J 0, so ist in {J(Ql) durch die Forderung 
«{A, Bo}'=:X{Jo, falls {A, :X} und {Bo, {Jo} sich treffen» 
das Biischel {J(Ql) koordinatisiert, und zwar ist Aj:X nach 21.6 em 
projektiver Parameter. 
Ist Q2 eine Gerade B1 in Po und (A, B 1) =1= 0, so ergibt die Forderung 
«{A, Bl}=:X{JI, falls {A, :X} und {B1, fJ1} sich treffen» 
eine Koordinatisierung des Biischels {J(Q2 ), bei dcr B1/fJ1 wieder projektiver 
Parameter ist. Man hat zu zeigen, class er von der Wahl von A nicht 
abhangt. Unabhangig von der Wahl von A gilt jedenfalls: {B1. f3!}=cQ2P1 
bzw. Po haben den Parameterwert B 1ff31 = = bzw. 0. \Vir miissen also 
zeigen: 
Wenn die 0- und 1-Ebenen (siehe auch Fig. 7) 
{Ai, :Xi} und 
{Ao. :Xo} und 
{A1, xl} und 
{Bo, /3o} 
{B1, (3!}, 
{Bt, p;}, 
(i=0,1), 
I !II 
einander m einem Punkt treffen. so ist 
N ach Voraussetzung ist 
also 
also nach 22.4 
w.z.b.w. 
(Ai, Eo)= <Xtf3o, 
(Ao. E1) = <Xo{31. 
(AJ. E1) ~ :x1{3;. 
fJ~ (AI, BI) . (AI, Bo) 
p;_ (Ao, BI) . (Ao, Bo) ' 
23. Zariski-Topologie in Sy (5, ok) 
23.1 In der Oktavenebene kann man eine Art von Zariski-Topologie 
einfuhren, wenn man festsetzt: Eine Basis der abgeschlossenen Mengen 
wird gebildet durch die Geraden und die Kegelschnitte (siehe 14.5). 
In dieser Topologie ist der Durchschnitt endlich vieler nichtleerer 
offener Mengen nichtleer. 
23.2 In Sy (5, ok) setzt man fest: Eine Punktmenge heisst abge-
schlossen, wenn sie jede Oktavenebene in einer abgeschlossenen Menge 
trifft. 
Auch hier gilt: der Durchschnitt endlich vieler nichtleerer offener 
Mengen ist nichtleer. 
23.3. Insbesondere ist abgeschlossen: die Menge der mit einem Punkt e 
verbundenen Punkte; die Vereinigung der Geraden, die zwei gegebene 
Ebenen P1, P2 treffen. 
Das erste ist evident. Es genugt, das zweite zu beweisen fur P 1, P 2 i.a.L. 
Man sucht in P die Punkte, durch die es Geraden gibt, die P1 und P2 
treffen. Es genugt, den Fall "P () (P1 u P2) leer" zu betrachten. Die 
gesuchten Punkte sind dann die Inzidenzpunkte der Polarit.ii.t 
P --')> P1 --')> P2--')> P, 
bilden also in der Tat einen Kegelschnitt. 
24. Die Isomorphie von Sy ax (5, ok) und Sy al (5, ok) 
24.1. Wir nehmen in Sy ax (5, ok) zwei Ebenen P 1, P 2 i.a.L. an, die 
wie in 22.4 koordinatisiert sind. Den 1- und 2-Ebenen (dort 0- und 
1-Ebenen) werden wie in 22.5 Ausdrucke {E, (:3} bzw. {A, 01.} zugeordnet, 
nachdem fur eine gewisse 1-Ebene die Zuordnung {Eo, f3o} geschehen ist. 
r sei die Menge der Punkte, dnrch die es eine Gerade gibt, die P 1 und P2 
trifft. Fur e ¢: I' definieren wir eine Abbildung ~- so dass ;e Pnnkt VOl\ 
Sy al ( 5, ok) ist. Sei 
8P1 als {B, p}, 
8P2 als {A. x} 
koordinatisiert. Dann setzen wir 
~e = (2 (A. B), x(J, (JA, -- xB); 
man beachte. dass (A. B) i= 0 wegen e ¢: I' und (A, B)= cx(J (wegen 
8P1 11 t9P2 o= 8), also ((JA, -ex B)--- (cxf3)2 = 0 ist. Aile Punkte (c/>, f!, A, B) 
mit (A, B) i= 0 und die der Ebenen (0, 0, I. 0) und (0, 0, 0, 1) treten als 
Bilder auf. 
24.2. Wir definieren wie in 15 Perspektivitaten ne •. e, (siehe Fig. 2): 
Pa= 81P1o Qa= 8oP1, P4~~(P2 11 81P2)Qa, Q4=(Pz 11 BoPz)Pa. 
8 0 , 8 1 haben dabei noch gewissen Bedingungen zu geniigen, die wir in 
24.5 angeben. 
lasst den Punkt 
von P 1 und punktweise die Gerade 
B1=P1 n Pa 
von P 1 fest, ist also eine Perspektivitat von P1, 
mit Scheitel A1o Achse B1 und Doppelverhaltnis 
x=DV(AI. Ao, (AoXAl)XBl,ne,.e, Ao). 
Dabei nehme man fiir Ao zweckmassig 
24.3. Wir nehmen 
an und zeigen 
also nach 15.1.2 
Wir nehmen einen Augenblick eine Gerade 
Q in P 3 durch Pa 11 Q4 
[!)\) 
an und setzen 
P2 n EhP2=f2'. 
\Vir betrachten in {3(£2') die vier Ebenen 
A1P2, EhP2, P2, P4 
mit den Koordinaten bzw. 
wobei sich aus dem Treffen von P4 und Qa 
(A~, Bo) + 1XQo = 0, 
also fitr das D V der Ebenen in dieser Reihenfolge 
ex (A1, Bo) 
Ql Ql QO 
ergibt. 
Im Biischel (J(Q) entsprechen diesen Ebenen vermoge der Relation 
"R' aus (J(Q') trifft R aus (J(Q)" bzw . 
.QA1P2, Q€hP2, QP2, QP4 
mit demselben D V. Die Treffpunkte entsprechender Paare sind bzw. 
auf A1P2, €h, auf P2 n Q4, auf P4 n (Ps n Q4)P4. 
Vermoge der Abbildung e-? P1 n eP1 entsprechen ihnen Geraden bzw. 
durch A1: B~, durch Ao, durch II@,.e, Ao, 
die nach 21.6 wieder dasselbe DV haben, also 
D V(A1 (Ao X A1) X B1 Ao ne,.e, A0 ) = -- (A1, Bo). 
' ' ' Ql Qo · 
und gemass der Definition von x (24.2) ist das in der Tat= 1 .:_". 
24.4. Dann und nur dann sind eo, e1 verbunden, wenn ne,e, Ao 
auf Bo liegt, also nach 15.3 dann und nur dann, wenn C8o, ce1 verbunden 
sind. 
Zum Beweise bemerken wir, dass 
«lie,. e, A0 liegt auf Bo» 
aquivalent ist mit 
«P3 n Q4 verbunden mit P4 n Qs». 
Man betrachte die entartete Polaritat 
ist aquivalent mit 
A =Ps-? P2-? Qs-? Ps. 
«eo, e1 sind verbunden» 
«A(Pa n Q4) geht durch e1». 
~()() 
Dies ist wieder iiquivalent mit 
A fh geht durch P 3 n Q4, 
nnd dies ist aquivalent mit 
P3 n Q4 verbunden mit P 4 n Q3 , 
w.z.b.w. 
24.5. Zu den Betrachtungen 2-!.2-4 gehoren Vorsichtsmassregeln wie 
in 15.4. Man wird genauso wie dort zu 15.4.1-3 gefiihrt, 15.4.4 erhalt 
man hier Ieicht aus der Treffbedingung fiir 1- und 2-Ebenen. Die 
Bemerkung 15.5.6 zu 15.5.4 ergibt sich hier durch eine einfache 
geometrische Betrachtung. Schliesslich braucht man, urn mit A 0 das 
Doppelverhaltnis berechnen zu konnen, ausser Ao # A 1 noch A 0 ¢:. B 1. 
Die Aussage von 24.4 prazisiert sich demnach: 
24.6. Voraussetzung: ei ¢:. T; es gebe kein inzidentes Paar 0 (Punkt), 
D (Gerade), so dass Ao, A1 auf D liegen und Bo, B1 durch 0 gehen. 
Dann und nur dann sind Bo, 81 verbunden, wenn CBo, !;81 verbunden 
sind. 
24.7. Beschrankt man sich auf Punkte e einer zu P1 u P 2 fremden 
Ebene P, und setzt man P1-+ P-+ Pz-+ P1 =A, so kann man die 
Voraussetzung 24.6 ersetzen durch: 
A 0 , A1 sind nicht Inzidenzpunkte von A und keine Inzidenzgerade 
enthalt Ao, A1. 
Hieraus folgt: In P gibt es drei Punkte Bt, die nicht auf einer Geraden 
liegen, und die paarweise die Voraussetzung 24.6 erfiillen. 
Es ist nach 24.6 klar, dass dann auch !;@i nicht auf einer Geraden 
liegen und paarweise verbunden sind, also eine Ebene !;P bestimmen. 
Fiir ein e E P, das mit jedem ei(i = 0, 1, 2) die Voraussetzung 24.6 
erfiillt, folgt aus der Verbundenheit von e mit Bt die von r;e mit l;Bt, 
also l;@ E i;(P). Durch Einschaltung anderer Tripel erhalt man dasselbe 
fiir aile f) E P, ¢;. T. 
Wir verstehen unter l;o die triviale Abbildung (Koordinatisierung) von 
P 1 auf (0 0 1 0) und von Pz auf (0 0 0 1). 
((0 o 1 0)-+ l;(P))·Co·(P-+ P1) 
ist eine projektive Abbildung von P auf l;(P), die in der offenen Menge 
P\T mit C iibereinstimmt. Man setze C auf ganz P gemass dieser 
Abbildung fort. Dann gilt wieder auf P 
((0 01 0)->-C(P))·Co·(P-+PI)=C, 
aber auch 
Da es durch jedes e ¢:. P1 u P2 ein P mit leerem P n (P1 u P2) gibt, 
kann man t so in all cliese Puukte fortsetzen. :\[an hat zn z0igen, class 
die Fortsetzung nicht von cler Wahl von P abhiingt:.. 
Tst Q E P n P*. wo (P u P*) n (P1 u P 2) leer ist., so w~thlc men ein 
P** derart, class e E P**' dim p n P** =dim P* n P** "' 1 und 
P** n (P1 u P2) leer ist. Die Fortsetzung von C auf P, P*, P** heisse 
bzw. !;p, ~P*, (P**· !;p und CP** stimmen auf einer nichtleeren offenen 
:Menge von P n P** iiberein und sind projektiv, also ~Pe = !;p••e. 
Ebenso !;p•Q"'<P**e. Also tp@=!;p.Q. 
Wir setzen schliesslich noch !; o= !;0 auf Po u P 1 . Eine Umkehrung cler 
Betrachtung zeigt, class !; eine "Abbildung auf" ist. Wir zeigen noch, 
class !; eine Isomorphic ist hinsichtlich cler Relation der Verbundenheit. 
Seien 81, 82 verbunden; wir wollen beweisen, class !;81, !;82 verbunden 
sind (das Umgekehrte ergibt sich analog). Die Behauptung ist evident, 
wenn 0r, 0 2 E P 1 u P2 sind, und nach dem Vorigen klar, wenn es durch 
6h, 82 eine Ebene gibt, die P1 u P2 nicht trifft. also wenn die Gerade 
el e2 pl u p2 nicht tri:fft. 
Nun moge 8182 etwa P2 treffen, aber nicht P1. und es moge 81 ¢ P1 
sein~ Wir wahlen eine Ebene P durch 8182, die P1 nicht tri:fft, und in 
P Punkte @3, e4, so class @r, ea, e4 ein Dreieck bilden und P2 von keiner 
Seite des Dreiecks getroffen wird. Dann sind !;@r, !;@a, !;@4 verbunden, 
bilden ein Dreieck und bestimmen eine Ebene !;(P). Wie oben schliesst 
man, class !; aile Punkte von P, ausser evtl. P n P 2 in !;(P) abbildet. 
Aber !; stimmt auf ganz P iiberein mit 
((0 01 O)~!;(P))·Co·(P~Po), 
also liegen insbesondere !;@r, !;€J2 in !;P, sind also verbunden. 
Moge schliesslich €J1 €J2 sowohl P1 als auch P2 treffen. Wir wahlen eine 
Ebene P durch @1 €h die P1 und P2 je in genau einem Punkt trifft, und 
in P Punkte ea, @4, es (keiner auf €J1€J2), die ein Dreieck bilden. Ausser 
e1e2 trifft keine der Verbindungsgeraden e~.ei sowohl P1 als auch P2. 
Also sind !;€h ;;e1 verbunden fiir i, j =/= l, 2, also auch fur i, j = l, 2. 
Wir haben demnach bewiesen: 
24.8. Satz: Sy ax (5, ok) und Sy al (5, ok) sind isomorph. 
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